






















































を考える．記号を短くするため X= (P,Q)と書く．また lF=艮，Cとする．
定義 1.1.UC lF2は開集合とする．定数でない関数<I>: u→lFがあって (1.1)の任意の
解 (x(t),y(t) とに対して <I>(x(t),y(t) がtE賊に依らない定数のときつまり






d<I> =叱dx+ <I>ydyにすることである．ここで関数 Rを積分因子という．すなわち
(1.2) RQdx -RPdy =侶dx+ <I>ydy. 
各成分を比較して 2階偏微分の可換性を用いると
(1.3) (RQ)y = (<I>砂y= (<I>y)x = (-RP)x⇔ div(RP, RQ) = 0 
が成り立つ．偏微分を積の微分で展開して書きかえると







<I>(x,y)= J(x,y) -RQdx+RPdy 
(xo,Yo) 
により保存量<I>(x,y)が構成できる．なぜならば(-RQ,RP) .l (P, Q)なので任意の (1.1)
の解曲線が<I>(x,y)の等高線上にあるからである．
1.2. 代数的不変曲線.f E lF[x,y]の零点集合が (1.1)の積分曲線とする．このとき，その
積分曲線をパラメーター表示した曲線をc(t)が存在して f(c(t))= 0なので
d d 
0 = dtf(c(t)) =▽ f(c(t))・dtc(t)=▽ f(c(t))・X(c(t)). 
したがって f(x,y)=Oが (1.1)の積分曲線のひとつならばX(x,y)・ ▽ f(x,y)=O. 言い
換えると





V(S) = {(x, y) E C2 I h(x, y) = 0 for al h ES}. 
イデアル ICC[x,y]に対してV(I)C C2で， Iに含まれる多項式の共通零点を表す．代
数幾何の基本的な事実から Sが生成する C[x,y]のイデアル〈S〉に対して V(S)= V(〈S〉)
となる．逆に， V(I)上で零になる多項式全体で生成するイデアルを I(V(I))で表す．簡
単な考察からイデアル JiC 12に対して V(J2)c V(Ii)および代数的集合 W1c W2に対
してI(W2)c I(Wリが成り立つ．また ScI(V(S))も自明である.v7をイデアル Iの




V(〈f〉)= V(f) c V(X・ ▽ f) 
を意味する．両辺のイデアルと考えると




補題 1.1.f(x,y) = 0が(1.1)の積分曲線とする．さらにf(x,y)が 2次因子を持たない
多項式のとき
of of (1.7) P(x, y)-(x, y) + Q(x, y)-(x, y) = g(x, y)f(x, y) 
釦 oy
を満たす多項式 g(x,y)が存在する．
補題 1.1 の証明．仮定より f は 2 次因子を持たないので《げ〗＝〈f〉. これと (1.6)より
f IP of of 枷 +Q oy・ 
したがって (1.7)を満たす多項式 g(x,y)が存在する． ロ
補題 1.1では積分曲線を与える多項式が 2次因子をもたないことを仮定していたが，こ
の仮定を取り払って以下のように代数的な不変因子と余因子を定義する．
定義 1.2.X(x, y)は多項式ベクトル場とする．ある多項式 f(x,y),g(x,y)が
X(x, y)・ ▽ f(x, y) = g(x, y)f(x, y) 





それぞれ91(x, y), g2(x, y)とする．つまり
X(x, y)・ 立 (x,y) = g1(x, y)・fi(x, y), X(x, y)・ ▽ h(x, y) = g2(x, y)・h(x, y) 
とする．このとき
(1.8) X・ ▽ (f山） =X・(h立）+X・(!1立） = (g1 + g2)fih 
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同様の計算から不変因子の幕乗に対して，余因子はスカラー倍される．
aX・ ▽ (f) 






V(xy)はV(x)とV(y)の和集合なので可約である．多項式 fE (C[x,y] ¥ (Cが既約とは
定数でない多項式 g,hにより f= ghとは表せないことをいう．たとえば多項式x-y,







deg(X)(deg(X) + 1) 
2 
+l::'.:k 
ならば第一積分が存在する．ただし， deg(X) := max{ degP, degQ}. 
8f 8f 定理 1.1の証明．関係式 P-+Q-=gfに対し両辺の次数を計算すると
釦 8y
deg(gf) = deg{噂＋噂}:; max{ deg (噂）， deg(噂）｝
したがって
= max{ deg(P) + deg (均， deg(Q)+ deg― 8f 枷 (ay)}
= max{deg(P) +deg(!) -1,deg(Q) +deg(!) -1}. 
deg(g) + deg(!) :; max{ deg(P), deg(Q)} + deg(!) -1. 
これはdeg(g):; deg(X) -1を意味する．すなわち代数的余因子gはC[x,y]の部分空間
で次数がdeg(X)-1以下のものに含まれている．この部分空間の次元は







入如+.. >.鴫 =0となるような（入1,極・・・，ふ） =JOが存在する．これらを用いて
<I> = f↑l 庁・・•Jtk 
を定義する．このとき (1.9)より
X-▽ (f; 入＇）＝入 gふ， 1::; i:; k. 
これと (1.8)から







例 1.1.例えばX= (2x+y+l, y+2)とする.deg(g) :; deg(X) -1 = 1-1 = 0より余因子
giは定数である. C; を対応する定数とし gi= Ciとおく．線形作用素 T: span { x,y, 1}→ 
span{x,y,1}を以下で定義する：
[) [) 
T = (2x + y + 1)-+ (y + 2)-
釦 ay
不変因子と余因子の関係式は Tfi= e;fiとなる．簡単な計算でわかるように T(x)= 
2x + y + 1, T(y) = y + 2, T(l) = 0である．したがって
(T(x), T(y), T(l))~(x, y, 1) (:> n
この正方行列はTの表現行列であり，固有ベクトルが不変因子 Jiに対応して，固有値は
余因子 gi= Ciに対応する．
固有値 1に対する固有ベクトル(0,1, 2)より余因子C1= 1に対する不変因子がJi=y+2 
である．また固有値 2に対する固有ベクトル (2,2,3)より余因子C1= 2に対する不変因
子が h= 2x + 2y + 3である．さらに固有値 0に対する固有ベクトル (0,1,2)より余因
子C1= Qに対する不変因子がh= 1である．簡単にわかるように 2g1+(-l)ゅ=0なの
で入1= 2, 入2= -1とおけば良い．したがって次の第一積分を得る．
if>= !{1 f衣＝ (y + 2)2 
2x + 2y+3・ 
次に degX= 2の場合を考えよう．
例 1.2.X=(a丑+ex, 2axy + by2 + cy)とする．このベクトル場は，以下五つの代数的不
変因子を持つ．
Ji= x, h =ax+ c, h = y, f4 =ax+ by, fs =ax+ by+ c.
対応する代数的余因子は節単な計算により
釦 =ax+c, 釦=ax, 仰=2ax+ by+ c, 釦=ax + by + c, g5 = ax + by 
であり，入1=ふ＝ー1,入2=入4= 1, ふ =0と選べば次の第一積分を得る．
<P= 
(ax+ c)(ax + by) 
x(ax+by+c)・ 
不変因子が必要な数に逹しない場合，以下の定理により積分因子を求める．















(i)九=h+El +0(召）に対応する余因子を g加,EE [O, Eo]とする．
€。は十分に小さいものとする．余因子が重複するとき，すなわち€→ 0 としたときに不変因




h, h, h 
X-▽け） = (gh, -gり（下）＝（心+O(召））け）
これと (1.9)を用いると
h, ¼h l 
X-▽ (-) = (G + O(t))(ザh h 
€ → 0 のとき (h+dt゜(<2))¼ → exp(l/h). よってX-▽exp(l/h) = G exp(l/h). 
定義 1.3.多項式 G は deg(G)~degX を満たすとする．





定理 1.3.P,QはlF上で互いに素な多項式であるとする．代数的不変因子 fi,f四..,fp 
のその余因子 g1, g2," " " , gp,および指数因子exp(li/h1),exp(l/加），・ ・ ・,exp(lq/加）に対応












ෆมҼࢠ ༨Ҽࢠ λi, μj
x 1 −1
y 1 + x +1
exp(x) x −1
ෆมҼࢠ ༨Ҽࢠ
x 1 + 1/n
y 1 + x
(1 + x/n)n 1+1/n
1+x/n
x





มҼࢠ yʹରԠ͢Δ༨Ҽࢠ 1+ x͸ n →∞ͷͱ͖ 1+ xͱͯ͠ॏෳ͢ΔɽҰํ n →∞ ͷ
ͱ͖ෆมҼࢠ (1 + x/n)n ͸ exp(x) ʹऩଋ͢Δɽ͢ͳΘͪɼ༨Ҽࢠͷઢܗैଐͷ৚݅͸
(−1) · 1 + (+1) · (1 + x) + (−1) · x = 0ɽఆཧ 1.3 ΑΓୈҰੵ෼ Φ = y/(xex) ΛಘΔ.
ຊઅͷ಺༰͸࿨ॻͰ͸গͳ͍͕ [5] ͸ྺ࢙తͳ؍఺͔Βಈػ͚ͮ΍౰࣌ͷݚڀಈ޲΋ॻ













ʹม׵͢Δ͜ͱ͕໨తͰ͋Δɽඍ෼ํఔࣜ (2.2) Ͱ͸ํ޲৔ͷ܏͖͕ r ͷΈʹґଘ͍ͯ͠
ΔͷͰํ޲৔શମΛ s ํ޲ʹฏߦҠಈ͢ΔͱͦΕΒ͕׬શʹॏͳΔ͜ͱ͕ຊ࣭తͰ͋Δɽ
ྫ 2.1. ඍ෼ํఔࣜ dy
dx
= yΛߟ͑Δɽ͜ͷํఔࣜͷํ޲৔Λඳ͘ͱԼਤͷࠨଆͷਤͷΑ
͏ʹͳΔɽํ޲৔ͷ܏͖͕ y ͷΈʹґଘ͍ͯ͠ΔͷͰํ޲৔શମΛ x ํ޲ʹฏߦҠಈ͢
ΔͱͦΕΒ͕׬શʹॏͳΔɽ
༰қʹ෼͔ΔΑ͏ʹ r = y, s = xͱ͍͏ม׵Λ༻͍Ε͹໨తʹ͔ͳͬͨํ޲৔͕ಘΒΕ



























これを x-y座標で書き表すと x=lny+Cである．よって解 y=cexを得る．
例 2.2.微分方程式
dy y y2 
-=—+-dx x x3 
を考える．天下り的だが，座標変換 r= y/x, s = -l/xにより微分方程式を変換すると
ds d(-~) dx/叶 l/x l/x l 
- = = = = = -. 
dr d(り dy/x -ydx/呼 dy/dx-y/x y町x3 r2 
X 
この微分方程式は変数分離法で解くことができて
s= J~ 占＝―~+C (Cは積分定数）．
この解を x-y座標で書き下すと
最後に yをxについて解けば
















定義 2.1.以下の三つの性質をもつような平面から平面への変換の族T,:配→ 配を 1
パラメーターリー群という
(i) Ti。=Id 
(i) T, o TJ = T, 十8
(ii) r,-1 = T_, 
平面の対称性を表すものとして平行移動，相似拡大，原点中心の回転などは典型的であ
る．これらを式で書き表すと以下の例のようになる．
例 2.3.X 方向への平行移動を表す 1パラメーターリー群：
(2.3) (ふfj)=冗(x,y)= (x+E,y). 
例 2.4.x方向への相似拡大を表す 1パラメーターリー群は





（ふf;)= Tc(x, y) = (ecx, ecy) 








冗oTii(x, y) =叫 ~EX'1 二） =C~~~ こ,1~~lixx 
1-lix) 
=(X y)=(X y 















例 2.8.X軸に関する平行移動（企，f;)=冗(x,y) = (x + E,y)に対して，点 (x,y)における
方向場 (x,y,m)は（ふf;)の方向場（ふy,m)= (x+E,y,m)に写される．
例 2.9.X軸に関する拡大（ぶf;)= Tc(X, y) = (ecx, y)に対して方向場 (x,y, m)は（企，f;)
の方向場 (x,f;, m) = (eC, y, e―Em)に写される．方向場はx軸に関しては拡大されるが，y
軸に関しては変化はない．











例 2.10.微分方程式 dy/dx=yの方向場は x軸に関する折り返しで図形として重なる．
ゆえに x軸に関する折り返しは微分方程式 dy/dx= yの対称性である．
9 



















= ey = yˆ.
Ұํɼx࣠ʹؔ͢Δ֦େ΍ y࣠ʹؔ͢ΔฏߦҠಈ͸͜ͷඍ෼ํఔࣜͷରশੑͰ͸ͳ͍ɽ

















































2.3. ରশੑΛ༻͍ͨඍ෼ํఔࣜͷղ๏. ྫ 2.1 Ͱ͸ม਺ม׵ (x, y) → (r, s) Λݟ͚ͭΔʹ
͋ͨͬͯɼඍ෼ํఔࣜͷํ޲৔ʹର͢ΔରশੑΛࢹ֮తʹͱΒ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ͕ͩҰ
ൠͷඍ෼ํఔࣜ (2.1) ͷํ޲৔ͷରশੑΛ໨ͰͱΒ͑Δͷ͸ෆՄೳͰ͋Δɽղੳతʹܭࢉ
͢Δʹ͋ͨͬͯɼ1 ύϥϝʔλʔϦʔ܈ {T} ʹ෇ਵ͢ΔରশੑϕΫτϧ৔
















Λॳظ஋ (x, y) Ͱղ͍ͨղͷ࣌ࠁ τ =  ͰͷҐஔ͕ T(x, y) ʹͳΔ͔ΒͰ͋Δɽ









= (ex, ey)|=0 = (x, y)
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ྫ 2.15. ඍ෼ํఔࣜ dy/dx = y Λߟ͑Δɽ͜ͷํ޲৔͸ x ࣠ํ޲ͷฏߦҠಈͰෆมͳͷ
Ͱɼ෇ਵ͢ΔରশੑϕΫτϧ৔͸Y = 1 · ∂x Ͱ͋Δɽ
r = y, s = xͱ࠲ඪม׵Λ͢Δ͜ͱͰ,ϕΫτϧ৔͸ Y = ∂s ͱͳΔɽ
ରশੑΛ༻͍ͯඍ෼ํఔࣜΛղ͘ํ๏ʹ໭Ζ͏ɽ·ͣඍ෼ํఔࣜ (2.2) ͷํ޲৔͸ r ͷ
Έʹґଘ͍ͯ͠Δɽ͜Ε͸ s ํ޲ʹฏߦҠಈ͢Δͱํ޲৔͕ͦΕࣗ਎ʹॏͳΔ͜ͱΛҙຯ
͢Δɽ͢ͳΘͪ r-s ࠲ඪʹ͓͍ͯϦʔ܈ {T} ͸ඍ෼ํఔࣜͷํ޲৔Λ s ํ޲ʹҰ༷ʹฏ
ߦҠಈͤ͞Δɽ͢ͳΘͪ {T} ʹ෇ਵ͢ΔϕΫτϧ৔͸ r-s ࠲ඪͰ͸ Y = (0, 1) ͱͳΔɽ
͜ͷ͜ͱΛภඍ෼ه߸Ͱදه͢Δͱ x-y ࠲ඪͰ͸Y = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂yɼr-s ࠲ඪͰ
͸Y = ∂s = 0 · ∂r + 1 · ∂s ͱॻ͖දͤΔɽ͜ͷΑ͏ʹදه͢Δ͜ͱͰϕΫτϧ৔Λ x-y
࠲ඪͰ੒෼දه͍ͯ͠Δͷ͔ r-s ࠲ඪͰ੒෼දه͍ͯ͠Δͷ͔ͷࠞཚΛආ͚Δ͜ͱ͕ग़དྷ
Δɽ͜Ε·Ͱͷߟ࡯͔Β൑໌ͨ͠ຐज़తͳม਺ r, s ͷݟ͚ͭํ͸࣍ͷ௨ΓͰ͋Δɽ
ఆཧ 2.1. ࿈ཱҰ֊ઢܗภඍ෼ํఔࣜ
ξ ∂xr + η ∂yr = 0, ξ ∂xs+ η ∂ys = 1
ͷղ r(x, y), s(x, y) Λ༻͍ͯඍ෼ํఔࣜ (2.1) Λม਺ม׵͢Δͱඍ෼ํఔࣜ (2.2) ʹͳΔɽ
ఆཧ 2.1 ͷূ໌. Ұൠʹؔ਺͸࠲ඪʹΑΒͣʹ஋͕ఆ·Δର৅Ͱ͋Δ͔Β,Ͳͷ࠲ඪͰϕ
Ϋτϧ৔ Y ʹΑΔؔ਺ f ͷํ޲ඍ෼ Yf Λܭࢉͯ͠΋ಉ͡஋ʹͳΔɽͦ͜Ͱ f(x, y) =
r(x, y), s(x, y) ʹϕΫτϧ৔ X Λ࡞༻ͤ͞Δ͜ͱͰҎԼΛಘΔɽ
{ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y}r(x, y) = Yr = (0∂r + 1∂s)r = 0,
{ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y}s(x, y) = Ys = (0∂r + 1∂s)s = 1.
Ҏ্Ͱఆཧ͕ࣔ͞Εͨɽ 
ྫ 2.16. ϕΫτϧ৔Y = y∂y ʹ͍ͭͯߟ͑Δɽఆཧ 2.1 ΑΓ yry = 0, ysy = 1Λຬͨ͢
r, sΛٻΊΕ͹Α͍ɽͨͱ͑͹ r = x, s = ln(y) ͕ͻͱͭͷղͰ͋Δɽ࣮ࡍɼ͜ͷ࠲ඪม
׵Λ͢Δͱ ∂s = ys∂y = y∂y = Yɽ
Ҏ্ͷٞ࿦Λ·ͱΊΔɽඍ෼ํఔࣜ (2.1) ͷํ޲৔ʹ͜ͷඍ෼ํఔࣜͷରশੑ {T} ͕
͋Δͱͯ͠ɼͦͷରশੑϕΫτϧ৔ Y Λܭࢉͨ͠ɽରশੑϕΫτϧ৔ Yʹରͯ͠ఆཧ
2.1 ʹ͋Δภඍ෼ํఔࣜΛղ͘͜ͱͰ͏·͍࠲ඪܥ r-s ͕ݟ͔ͭΔɽ͜ͷ࠲ඪܥ r-sͰ͸



















(2.6) TE(x, y) = (x, y) + E(い） +O(召）
を微分方程式(2.4)に代入すると
d(y + E~) 
d(x + ErJ) 
= f(x 十 E~,Y + ErJ) + 0(E2) 
を得る．右辺をテイラー展開し，その 1次の項まで書き下すと
dy + EdrJ = {f(x, y) + E(jx(x, y)~(x, y) + fy(x, y)ry(x, y)) + 0(召）}・{dx + Ed0 
= f(x, y)dx + E{j(x, y)d~+ (j五(x,y)~(x, y) + fy(x, y)ry(x, y))dx} + 0(E2). 
次に dy=f(x,y)dx を代入し両辺の€の係数を比較すると
dry= f d~+ Ux~+ fyrJ)dx. 
両辺に d~=~xdx +~ydy, dry = rJxdx + f/ydyを代入すると
rJxdx + f/ydy = f(~xdx +知ydy)+ (fよ+fyrJ)dx. 
ここで両辺を dxで割ると
dy dy 




a a a a a a ［芍~+7/函’面+f面]= [~ 面＇面］＋［崎羹， f嘉]+ [ 7/羞羞]+ [ 7/嘉，f羞］
a a a a a a ＝一勺xax+U冨― f~y面― 7/x面十 rJfy函― frJy函
f~) a a a a ＝（一~x ―—+(江+7/fy -7/x -frJy)-=μ —+µf-y ox oy ox oy 
特にμ=-~x - f~y であることもわかる ロ
12 
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例 2.17.微分方程式 dy/dx= f(x, y) = yについて考える．
(2.7) (=ax+ by+ c, TJ =ax+ (3y + 1 
を(2.5)に代入すると
a+ (3 -a)y -by2 =ax+ (3y + 1. 
両辺の係数をそれぞれ比較して b= 0, (3-a = (3, a= 0,a= 1.よって a=b =a= 1 = 0.
それぞれ (2.7)に代入すると(=c, T/ = (3yが対称性ベクトル場である．
最後に対称性が分かれば，積分因子が求まることを説明する．常微分方程式 (1.1)に対
応する全微分方程式Qdx-Pdy= 0の積分因子 Rを求める．すなわちある① があって
(1.2)が成り立つとする．常微分方程式 (1.1)はdy/dx= Q/Pとみなせる．この方程式
の対称性を与える 1パラメータ変換群を冗(x,y)= (x,i)とする．このとき次が成り立つ．
定理 2.3.常微分方程式 (1.1)の対称性ベクトル場を y= (, TJ)とする．積分因子 Rは
以下の式で与えられる．
1 
R= = 1 
(Q -ryP X /¥ Y' 
ただし X = (P,Q). 
定理 2.3の証明．上記の常微分方程式の解は等高線 <l>(x,y)= c (cは定数）で与えられる．
冗は常微分方程式 (1.1)の解を常微分方程式 (1.1)の解に写すので，ある定数c(E)があって
<l>(T.(x, y)) = c(E) 
となる．さて (2.6) の両辺を€ で微分して E=Oを代入すると (1.2)より
dc(E) d 















= o, x E an, t > o,
(3.3) u(•, 0) = Uo, v(•, 0) = Vo, X E f2 
を考える．ここでnc股N は境界が滑らかな有界領域であり， vはanの外向きベクト
ルであるまた P とQは原点近傍で解析的な関数であり，条件









ための必要十分条件はX= P(U, V)ou+Q(U, V)ovが対称性ベクトル場Y= ((U, V)ou + 
TJ(U, V)ovをもつことである．なぜならば(3.5)の第一積分が
(3.6) <I>(U, V) = 2 / 
Q(U, V) dU -P(U, V) dV 
- -
と構成できるからである．条件(3.4)と[X,Y]=μXから各ベクトル場の一次近似は
X=(-V+・・・ 沿u+ (U +・・・)av, Y = (U +・ ・ ・ 沿u+ (V +・ ・ ・ 沿v
であることがわかるから原点近傍で近似的に
<I>(U, V) = 2 / 
Q(U, V) dU -P(U, V) dV 
XAY 
～ー log(ぴ+vり．
したがって e―<I>=(U2 +い）+ h.o.t. は原点の十分小さな近傍で狭義凸関数である．この
仮定の下では原点 (U,V) = (0, 0)の近傍Uc配があってU¥ {(O, O)}内の任意の軌道は
周期軌道である．
定理 3.1([1]). 非線形項 P,Qには (3.4)を満たし対称性ベクトル場がある仮定する．
(u(x, t), v(x, t) は初期境界値問題 (3.1)-(3.3)の解とする．正数 cは十分小さいものと
する．
(3.7) (uo(x),vo(x)) E Uc:= {(U, V) I 0さe―<I>(U,V):Sc} CU 
が任意の xErlについて成立するとするこのとき解 (u(x,t), v(x, t) は時間大域的に存
在して，対応する常微分方程式(3.5)のある軌道 0があって
lim dist叫(u(•,t), v(•, t); 〇)=0. 
t→00 
すなわち 0が一点 (0,0)のみでなければ，ある実数 lがあって次が成立する：







Weinberger [2, 21] の不変領域定理を思い出そう．まず時間 t~O でパラメーター付け
られた領域の族D(t)C配を考える.{D(t)}t;:,:。が (3.5)の正不変集合とは(U(O),V(O)) E 
D(O)ならば任意の t>Oに対して (U(t),V(t)) E D(t)なることである
補題 3.1.du= dvとする. D(t) C配が各 t> 0で凸であり， {D(t)}t;:,:。が相流 (3.5)
で正不変とする．もし (u0(x),v0(x)) E D(O)が任意の xEDに対して成立するならば，




意味から (ouF,ovF) I(Q, -P)が恒等的に成り立っ．ょって
d 面jF(u(x, t), v(x, t)心＝虹(u(x,t), v(x, t)叫x,t) +仇F(u(x,t), v(x, t)叫x,t) dx ~la江(u(x,t), v(x, t)){ d,,~n(.r., t) + P(u(x, t), v(x, t))) 
+ ovF(u(x, t), v(x, t)){dv△ v(x, t) + Q(u(x, t),v(x, t))} dx 




(3.8)亙LF(u(x, t), v(x, t) dx = -1。{d甚 F(u(x,t), v(x, t)I▽ u(x, t)l2 
+(du+dv沿uvF(u(x,t), v(x, t)▽ u(x, t)• ▽ v(x, t) 
+ dvoiF(u(x, t), v(x, t))IVv(x, t)門}dx
関数 F=e心は原点のある近傍で狭義凸関数なのでもし IUIand IVIが十分小さいなら
十分小さな原点 (U,V) = (0, 0)の近傍
Uc= { (U, V) I O'.S F(U, V)'.S C} CU C > 0 
があって (3.8)の右辺は非正値である．さらに du=dvならば補題3.1より (u(x,t), v(x, t) E 
Ucが任意の X E flとt2': 0で成立．原点近傍での Fの狭義凸性からある K>O
d dt j F(u(x,t),v(x,t))dxさーK {I▽ u(x, t)l2 + I▽ v(x, t)l2} dx'.S 0 
!1 
さらに羞LF(u(x, t), v(.r., t) dx~0 が:る t:> 0で成り立つことは団(.,t)I'+
I Vu(・, t)l2三 0in 0 と同値である．任意の t2': 0に対して (3.8)が非正であることか
ら，以下の極限値が存在する：
F00 = lirn j F(u(x,t),v(x,t))dx. 
t→OO !1 
さて標準的な放物型評価から
0 = {(u(-,t),v(-,t))h:c:o 
はC叩） xび(0)でコンパクトなのでオメガ極限集合の
w(uo, vo) = {(u., v.) Iヨtj→oo s.t. 1 (u(も），v(ち））ー (u.,v.)llc2= O} 
もび(0)x C刊0)内の連結コンパクトな不変集合である．よってある正に発散する部分
列｛ち｝があって
(3.9) 凰羞JF(u(古），v(古））dx = 0,
!1 
t > 0.
すなわち任意の (u.,い） E w(uo, vo)に対して I▽u.(・, t)l2+1▽広(・,t) 12三 0.特に (u.,v.)E
w(uo, vo)はxに依存しない．オメガ極限集合 w(uo,vo)の不変性から (u.,v.)が常微分
方程式の解軌道上にのっていることがわかる．一方， 常微分方程式 (3.5)の解軌道は
閉曲線の族または原点をなしており，それらはすべて F(U,V)の等高線である．ゆえに










lim sup ll(u(•, t + t1), v(•, t + t1) -(U(t), V(t))llc2 = 0, 
J→ 00 tE[-2!,2!] 
ここで (U(t),V(t)) E 6は (3.5)の解である．よって
lim sup I(u(・, t + t~+ l), v(・, t + t~+ l) -(u(・, t + t~), v(・, t + t~) lc2 
j→00 
~J既 ll(u(•,t + tj+ l), v(•, t + tj+ l) -(U(t + 21r), V(t + l)lc2 
+ }~ 應ll(u(・,t+t加），v(・,t + tj) -(U(t), V(t))llc2 = 0 
以上の議論より




3.2. 特異被食捕食モデル．特異被食捕食型モデル (singularprey-predator model) 
Bt = d心B+r虚(1-B/K) -C, x E 0, t > 0,
(3.10) {孟二竺~;;;~門。~c~n~,/J!t,E:'. り,t > o,
B(-,O)=B。>0, C(-,0) = Ci。 ~0,x E 0 




(3.11) Bt =乃(1-B/K)B-C, Ct= rc(l -C/B)C 
の解の挙動は完全に分類されている新しい変数 P:= C/Bを導入して，この問題を
(3.12) Bt = [叫1-B/K) -P]B, Pt= [re -rb + rbB/K -(re -l)P]P 
に対する Pの爆発間題と考え直すと以下が得られる：
(A) re > 1かつ乃>1のとき (3.11)はただ一つの正値平衡点 (B*,C*) := (K(l -
1/乃），K(l-1/乃））をもち，大域的に漸近安定である
(B)冗 >1で乃 <1のときは(3.12)の平衡点 (0,P**)は大域的に漸近安定である．た
だし P**:= (re -rb)/(re -1)とするもとのシステム (3.11)の言葉で解釈しなお
すと任意の初期値に対して解がt→(X)のとき (0,0)に収束する．
(C) re < 1のときは有限時間内で鳥が狩りつくされる現象が見出される．
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反応拡散方程式 (3.10)に対して関数 P=C/Bを考えると (B(x,t), P(x, t) は次の非線
形偏微分方程式を満たす．
Bt = d心B十乃(1-B/K)B -PB, 
P d rb 
Pt= d心P+ (de -d砂五△B+2芦▽B-'vP+ [い乃＋元B-(rc-l)P]P.
なお未知関数 Pの境界条件も斉次ノイマン条件となる．反応拡散系 (3.10)において有限
時間での絶滅 (quenching)と時間大域解の存在が，拡散係数が等しいdb=deの場合は [8],
シャドウシステム db=00の場合は [6]により調べられている．ここで quenchingとは，
ある有限の時間Tく ooがあって liminfttT-{min0B(・, t)} = 0であることを意味する．拡
散係数が異なる場合に関しては以下の結果が得られている．
定理 3.2([6]). rb心>1, 2召db+ rb 2 2, db 2 deおよび N=l,0=(0,1)を仮定する．
(3.10)の任意の解は時間大域的に存在してt→ooのとき B→B* C→ C*. 
証明には以下のリャプノフ関数を用いる：
羞{db1¥誓）2 + db2~cdc (号）2+信(B-B* -B* ln嘉） + (P -P* -P* ln虞） dx} 
こー 1¥2贔+Tb -2) (誓）2+ 召(db~dc)dc(信）2+店(B-B*戸+(reー l)(P-P*)2. 
一方， 乃+re=2, 乃>1の場合は常微分方程式 (3.11)の解挙動も (3.10)の解の挙動
も未解明であった.Jong-Shenq Guo氏と執筆者はダルブーの方法を用いてこれらの問題
を論文 [9]において解決した．
定理 3.3([9]). db = de = d, rb + re = 2心>1とする．このとき (3.10)の不変領域
U := {(B, C) I B, C~0, B/ K + C/(BP**)::; 1}があって初期値が
I。:= {(B0(x), C0(x)) Ix E O} is a compact subset of U 
を満たすとき，常微分方程式 (3.12)の軌道 0があって
lim dist叫(B(・,t), C(・, t); 0) = 0. 
t→00 
すなわち 0が一点 (B*,C*)のみでなければ，ある実数 lがあって





B-B* = -B*X, P-P* = (rbー l)X+wY 
X'=wY-wXY, 
Y'= -wX +μ(rbー l){wY2-w炉+2(rbー l)XY}
に変換できる．ただし研＝（乃ー 1)(2ー 乃）．この多項式ベクトル場に対する連立方程式
系に対する不変固子と余因子は










とおくと線形関係入1g1+入＋釦＋入_g_= 0を得るので第一積分'P(X,Y) := f「lj~十 f~ーが




(3.14) Bt = d△ B + S'Pc, Ct = d△ C-S'PB・
補題 3.1より解は任怠の t>OとxEOに対して (B(x,t), C(x, t) EUを満たす．汎関
数の凸性と (3.14)から
d t1゜'P(B(x,t), C(x, t) dx = 1国 Bバ心}dx
=d J {'PB(△ B+汎）＋位（△C -S'PB)}dx 
n 
=-d J僅BBi▽Bl2 + 2'PBc▽ B・ ▽ c+虹cl▽Cl2} dx :; 0. 
N 






















4.1. 渦心点をもつ 2次非線形項の分類．ここでは 2次の多項式ベクトル場に関する非線
形中心の分類問題を解説しよう．さまざまな証明方法があるようだが本節の議論は [3]に
基づいている．
Lを直線とする．また qをL上の点とする．もしベクトル場 X(q)が Lと平行ならば




(i) XはL上に，高々 2つの接点を持つ（接点が X の零点である場合を含む）．
補題 4.1の証明.X = Pax + Qay ,L = { (x,y) : ax+ by+ c = O}とする．このとき Xの
接点 (x,y)とLは連立方程式
aP(x, y) + bQ(x, y) = 0, ax+ by+ c = 0 
を満たす．この x,yに対する連立方程式の第一式が第二式で割り切れる場合はベクトル場
X がL上で平行ベクトル場なので Lはベクトル場 X の不変集合である．そうでない場
合， 2次曲線と直線は高々 2つしか交点をもたない．すなわち接点もたかだか 2つ． ロ
この補題を用いると次のことが示せる．
補題 4.2.Xを2次のベクトル場， CをX の閉軌道とする．このとき，以下が成り立つ．
(i) Cの内部は凸集合である




























Qが 2次の多項式の場合のみ考えればよい.y = 0は不変直線なら証明は終わりなので，
y=Oは不変直線でないとする．ついでに x=Oも不変直線でないとする.y(t) = Ax(t) 
を満たす定数 A と解 (x(t),y(t))が存在することを示せばよい．そのような解を微分方
程式に代入すると多項式 P,Qの斉次性より
x2(t)P(l, A)= P(x(t), Ax(t)) = x'(t) = Ay'(t) = AQ(x(t), y(t)) 
= AQ(x(t), Ax(t)) = A砂(t)Q(l,A) 





面内のベクトル場の閉軌道の中の指数和が 1だからである（たとえば [19]の定理 6.8.2).
ジョルダン標準形の定理を使って線形化部分がどのように表されるかを確認してみよ
う．表現行列 Aは以下4つのパターンに場合分けされる．





























- = -y+g炉+hxy + iy叫 dy 
dt 










命題 4.1の証明.(4.1)において j+l = 0であれば証明することはないのでj+ lヂ0と
する．回転による座標変換
X = x cos0 -y sin0, Y = x sin0 + y cos0 
を考える.Yのシステムに着目して両辺を tで微分して計算すると
dY dx dy 
- = -sin 0 + -cos 0 = (-y + g丑+hxy + iyりsin0+ (x + j炉 +kxy+lyりcos0. 
dt dt dt 
右辺の x,yをX,Yで表しなおして計算すると以下の 2項を得る：
炉の係数=g cos2 0 sin 0 -h sin2 0 cos 0 + i sn30 + j cos3 0 -k sin 0 cos2 0 + l sin20 cos 0, 
戸の係数=g sin3 0 + h sin20 cos 0 + i cos20 sin 0 + j sin2 0 cos 0 + k cos20 sin 0 + l cos20. 
それぞれの係数の和を取って









(i) A -2b = C + 2a= 0 
(i) C =a= 0 
(ii) b + d = 0 




'P(x,y) =動(x,y) +叱(x,y) +・・・十 'Pk(x,y)+・・・
の形で保存量を探す．ただし如は以下のような次数 Kの同次多項式である




P(x, y)— +Q(x,y)-=rJ記 +'T/記＋・・・＋枷凸＋・・. = 0. 
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ただし r2=呼＋炉．ここで rの偶数項しか現れない理由は [3]を見よ・T/2kの値の最初
の数項を書き下すと
ry4 = c4(2a + C)(b + d), 加=c6a(A -2b)(b + d)(A + 3b + 5d), 
布=c8a(A -2b)(b + d)2(ふ+bd+2沿）．





(i)のとき (4.2)はハミルトニアンH= -(炉＋炉）＋ー 企+b炉y-ax炉＋ー炉をもつ
2 3 3 
ハミルトン系ー＝ー 一
dx 8H dy 8H 
である
dt oy'dt ax 
(i)のとき (4.2)は
dx 
- = -y -bx2 -dy汽—dy = x+Axy 
dt dt 
と書ける．これは，変換(x,y, t)→ (-x, y, -t)において不変である．したがってタイムリ
バーシブルとなり，原点では渦心点となる．
(ii) (4.2)の証明と同様に議論により (4.2)が b+d= 0を満たすという条件は原点に
ついての回転で保存されることが分かる．さらに aヂ0のとき原点についての回転によ
り二つ目の式の丑の係数a'=a cos3 0 + acos2 0 sin 0 + (3 cos 0 sin2 0 + d sin30を得る．ゆ
えに a'=0を満たす0を発見することができる．したがって以下では a=Oと仮定する．




- = -y-bx2 -Cxy + by汽—= x+Axy 
dt 
は代数的不変曲線Ji=1 + Ay = 0, h = (1-by)2 + C(l -by)x -b(A + b)丑 =0
とそれぞれに対応する余囚子釦=Ax,g2 = -2bx -Cyを持つ．簡単な計算から
g1 +釦=div(盟息）なので定理 1.2から f11f21が積分因子となる．したがって，
第一積分を求めることができるため，原点は渦心点．
(B) A= 0の場合hは代数的不変曲線ではないが， div(息盟） = g2なので !21は積分
因子となり原点は渦心点．
最後に (iv)の場合を考える．もし d=Oなら (i)に帰着できるのでd-/c 0のときを考
える．すなわち次の場合を考える：
dx a2 + 2d2 dy 3a2 + d2 
-=-y+ 丑+2axy -dy汽— =x+a丑+ d xy -ay2 
dt d dt 
このシステムは代数的不変曲線 Ji=(a2 + dり((dy-ax)2 + 2dy) +が =0とそれに対応





























<I> X(x) L (L 
oyi a 
= oxJ (x)Xj (x))一
i=l j=l oy' 
にX=q>―l(y)を代入した以下のベクトル場のことである．
n n 
仇 X)(y)=と(Layi (い(y))X叫 (y)))、=(D<I>)c<1>-'(y))X(い (y))
i=l j=l OXj 
ここで①のヤコビ行列を
?????｝




































































































































也(JX)(y)= (D4>)<1>ーl(y)(JX)(い (y))= (D4>)<1>-l(y) (tい (y))X(い (y)))
= f(4>-1(y))(D4>)<1>一l(y)X(4>-1(y))= f(4>— l(y))<lら (X)(c(>-l(y)).
(ii)を証明する．合成写像のヤコビアンはヤコビアンの積になることを用いると
層）.(X)(z) = D(W o 4>)位o<I>)一l(z)x((wO 4>)―l(z)) 
= (DW)w-l(z)D(4>)wo炉 l(z)x((¥[IO 4>)-1(z)) 
= (DW)w-l(z)(D(4>)<1>-l(y)x((い (y)))ly=w-1(z) 
= (DW)い (z)(虹Xly=い (z))= ¥[I屈 X)(z), Vz E W. 
ロ
点pE匝 l を通るベクトル場 Xの稼分曲線 c:股→町とは微分方程式
(4.3) de 面(t)= X(c(t)), c(O) = p 
の解のことである．このとき 'Ptをpをやt(P)に対応させる艮臼りモ心籾の写像とする．す




叫をベクトル場 Yが生成する 1径数変換群とする.YとXのリー括弧積 [Y,X]は
次式で定義されるベクトル場である．
[Y,X] = lim 
（ゆ＿よ(X)-X Dゅ-cX(似(p)-X 
= lim 
€• O €• O 
括弧稼を計算してみよう.X=区Xi晶Y=区Y囁7成分表示する．叫の定義より
屈(p)-(p + EY(p))I < CE2 
となるような数Cが存在する．したがって
[Y,X](p) = ! 咄Dゅ-cX(p+ EY(p)) -X(p) 
となる．ここで
X(p戸 Y(p))= X(p) + E言虚 ~:i(p)Yi(p))贔+O(召）
€→ 0 のとき D'lj;_E は単位行列に収束するので
(4.4) [Y, X](p) = lim 
DいX(p)-X(p) n fJX 








8Xx-;'(p)―心 8Y四 € ＝―互戸(p)
両辺にXi(p)を掛けて， iについて 1から nまで足すと
./JY 
ーLX因；(p) =四L E n 詈 (p)Xi(p)-Xi(p)告 DいX(p)-X(p) _ = lim 
€• O i=l i=l 
したがって (4.4)より
ax. aY 





定理 4.2の証明.(i) ====} (i)の証明X(s,p)= D立sX(叫(p) とおく．
dX(s,p) D立s0-,X(心so十,(p)-D({)-s0X(叫 (p)= lim 
ds s=so E→O 
=D心 limDいX(心so十,(p)-X(叫 (p)-so 
€• O 
=D心 lim（ゆ＿ふX(叫 (p)-X(叫 (p)-so 
€• O 
=D立s0[Y,X](叫 (p)= 0 
よってX(s,p)はsで微分して 0になるから sに依存しない．したがって
(Dゅ-s)X(心s(P))= X(s,p) = X(O,p) = X(p),'vs E罠
を得る.D立s= (D叫戸より




dc(t) d d 
dt = dt叫（叫p))= (D応）(cp,(p))記({)t(P)
=(D心s)伶t(P)X({)t(P)= X(心s({)t(P))= X(c(t)). 
したがって c(t)はベクトル場 Xの積分曲線である.c(O) =叫(p)と常微分方程式の解の
一意性より応（叫p))= c(t) =叫叫(p).
(i)⇒ (i)の証明．叫({)t(P)=叫叫(p)の両辺を tで微分し， t=Oを代入すると
D叫(p)X(p)= D叫 (p)伍(p)t=O = X(叫(p)
両辺にヤコビアンの逆行列 (D叫）ー i= Dゆ-sをかけると




























(4.7) f(やt(P)= f(p) + (Xf)(p)t + 0(柱）．
同様の計算から関数 gに対して
(4.8) g(心s(P)= g(p) + (Yg)(p)s + O(s2). 
まず (4.7)のpに叫(s)を代入すると
f ('Pt(ゆs(P)))= f(心s(P)+ (Xi)(ゆs(P))t+ O(tり
次に (4.8)にg=Xfを代入することで
(Xf)(叫(p)= (Xf)(p) + (YXJ)(p)s + 0(忍）．
したがって
f ('Pt(叫(p))= f(応(p)+ {(Xf)(p) + (YXJ)(p)s}t + O(tsり+O(柱）
= f(p) + (Y f)(p)s + (Xf)(p)t + (YXJ)(p)st + O(tsり+0(柱）+0(忍）．
また同様に
f(心s('Pt(P))= f(p) + (Xf)(p)t + (Y j)(p)s + (XY j)(p)st + O(stり+O(sり+O(tり．
これら二つの差を取ると
(4.9) f(州叫(p))-f(応('Pt(P))= -[X, Y]f(p)st + 0(投）+ O(t2) + 3次以上の項
この式に s=Oを代人すると 0= f('Pt(P)) -f('Pt(P)) = tのマクローリン展開を得るが，
右辺は2次以上の項から始まる tのみのべき級数なので n2'. 2に対してけ切の tnの係
数は全て 0. (4.9)の右辺の呼の係数についても同様である．ょって










(i) [Y, X] =μX(μ は適当な関数）
(i)任意のp,t, sに対してあるふ，S があって 'Pt十o,s(叩(p))=叫(cpt(P).




= D'l/J-s[Y, X](叫(p)= Dい(μX)(応(p)=μ(叫(p))X(s,p).
この常微分方程式の解は初期値X(O,p)= X(p)より
X(s,p) = exp (1sμ(島(p)加）X(p). 
両辺に (Dゅ-s戸 =D叫をかけて pに'Pt(P)を代入すると
X(叫（叫p)))= exp (Jsμ 信（叫p))加）砂X(やt(P).
したがって c(t):=叫（叫p))の満たす常微分方程式は
(4.10) ｛ 苧＝羞ゆ心(p)= D叫X(やt(P)= exp (-fc。;μ(加（叫p))加）X(c(t)), 
c(O) =叫(p).
これより誓 IX(c(t)なので， c(t)=叫（叫p))はベクトル場 Xの積分曲線の上を異
なる速度で動く.tは固定されているので sに依存するあるふ，Sがあって 'Pt十o,s(応(p))= 
叫('Pt(P)・ なお対称性に関わるこの基本定理は [12]にも別方針の証明が書いている． ロ
4.3. 閉軌道の周期．定理 4.3の意味を説明しよう．まずベクトル場の括弧稜 [X,Y]= 
XY-YXはベクトル場の積分曲線に対して非可換性を 2次のテイラー展開で比較した
係数に対応する．したがって [X,Y]=μXの意味は非可換性のズレがちょうどベクトル
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距離を rとし，その点を通る解軌道をァとおく. 'YをY に付随する 1パラメーター群






冗(s)= f dt = f exp (fr。;μ(島（叫p)))dCJ)dl. 
ここでrを固定して羞T(r,0)を計算すると
d 1 1exr(fr。;μ(加（叫p)))dCJ)-1 
涵冗(s) = lim -(T(r, s) -T(r, 0) = - 、, dl 
s=O s→ 0 S IIX(c 
を得る．分子に着目すると s:::〇のとき
(js expμ(心u('Pt(P)))dCJ : 1 +μ(ゆ(l('Pt(P)))dCJ.) ［ 
したがって
d 
-Tr(s) = lim 
¼Ir。;μ(む（叫p)))dCJ
ds s=O s→ 0  IX(c) I dl. 
叫は s→0で idに収束するので










最初の方程式は複素変数で見ると綺麗になる．実際， z= x+iyとおくと z'=iz+丑/2i
となる．これを変数分離して不定積分を計算すると
ilog(z -2) -ilogz = t -C. 
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ࠨลͰཹ਺ఆཧΛ࢖͏ͱݪ఺Ͱͷඃੵ෼ؔ਺ͷཹ਺͕ 1/i ͳͷͰཹ਺ఆཧ͔Βपظ 2π Λ
ಘΔɽޙऀͷٞ࿦ʹΑͬͯɼS(z) Λ 2 ࣍Ҏ্ͷଟ߲ࣜͱͨ͠ͱ͖ z′ = iz+S(z) ͸ݪ఺Λ
౳࣌తͳฏߧ఺ʹ΋ͭ͜ͱ͕Θ͔Δɽ2൪໨ͷඍ෼ํఔࣜΛۃ࠲ඪදࣔ͢Δͱ r′ = r2 sin θ
͓Αͼ θ′ = 1 ΛಘΔɽ͢ͳΘͪภ֯ʹ஫໨͢Δͱ࣌ؒपظ 2π Ͱಉ͡ಈܘํ޲ʹղيಓ

















y2 − 4x+ 8 , v =
2y2 − 8x
y2 − 4x+ 8
ͱ͓͍ͯ u, v ʹؔ͢Δඍ෼ํఔࣜΛཱͯΔͱී௨ͷௐ࿨ৼಈͷํఔࣜʹͳͬͯ͠·͏ɽௐ
࿨ৼಈͷ೚ҙͷղ͸ҰఆͷपظΛ΋ͭดيಓͳͷͰ΋ͱͷํఔࣜͷݪ఺ͷۙ๣΋౳࣌త
Ͱ͋Δɽ͔͠΋ͦͷୈҰੵ෼͸
u2 + v2 = 4 + 64
1− x







[1] A. Poh and M. Shimojo, Asymptotic behaviors of solutions to a reaction-diffusion equation with 
isochronous nonlinearity, J. Math. Anal. Appl. 462 (2018), 1099-1108. 
[2] V.I. アーノルド（著），安藤詔ー（翻訳），蟹江幸博（翻訳），丹羽敏雄（翻訳），古典力学の数学的方法，
岩波書店 2003.
[3] F. Dumortier, J. Llibre and J. C.Artes, Qualitative Theory of Planar Differential Systems, Springer 
UTX, 2006. 
[4] E. Freire, A. Gasull and A. Guillamon, First derivative of the period function with applications. J. 
Differential Equations 204 (2004), 139-162. 
[5]藤田宏（翻訳）， 19世紀の数学〈3〉チェビシェフの関数論・常微分方程式・ 変分法・差分法，朝倉書店
2009. 
[6] A. Ducrot, J-S Guo, and M. Shimojo, Behaviors of solutions for a singular P詑 y-Predatormodel and 
its shadow system Journal of Dynamics and Differential Equations, 30 (2018), 1063-1079. 
[7]深谷賢治，解析力学と微分形式，岩波書店，現代数学への入門， 2004.
[8] S. Gaucel, M. Langlais, Some remarks on a singular reaction-diffusion arising in predator-prey mod-
elling, Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. B, 8 (2007), 61-72. 
[9] J.S. Guo and M. Shimojo, Spatio-temporal oscillation for a singular p詑dator-preymodel, Journal of 
Mathematical Analysis and Applications 459 (2018), 1-9. 
[10] Y. Ilyashenko, S. Yakovenko, Lectures on Analytic Differential Equations, A.M.S. Graduate Studies 
in Mathematics 86, 2008. 
[1] G. Karali, T. Suzuki and Y. Yamada, Global-in-time behavior of the solution to a Gierer-Meihardt 
system, DCDS-A 33 (2013), 2885-2900. 
[12]高野一夫訳， リー群論の応用—コーエンの微分方程式，森北出版株式会社，1971.
[13]川又雄二郎（編集），坪井俊（編集），楠岡成雄（編集），新井仁之（編集）朝倉数学辞典， 2016.
[14] E. Latos, T. Suzuki and Y. Yamada, 乃ansientand asymptotic dynamics of a prey-predator system 
with diffusion, Math. Meth. Appl. Sci. 35 (2012), 1101-1109. 
[15] V. Romanovski and D. S.Shafer, The center and Cyclicity Problems A Computional Algebra Ap-
proach, 2009. 
[16] P. Mardesic, C. Rousseau and B. Toni, Linearization of isochronous center, Journal of differential 
equations 121 (1995), 67-108. 
[17] J. Chavarriga and M. Sabatini, A su四 eyof isochronous centers, Qualitative Theory of Dynamical 
Systems 1 (1999), 1-70. 
[18] D. Schlomiuk, Algebraic pa廿icularintegrals, integrability and the problem of center, Transacions of 
the A.M.S. 338 (1993), 799-841. 




[2] H. Weinberger, Invariant sets for weakly coupled parabolic and elliptic systems, Rend. Mat. 8 (1975), 
295-310. 
30 
